
 

 

Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Α  Θ Ε Τ Ι Κ Η Σ  &  Τ Ε Χ Ν Ο Λ Ο Γ Ι Κ Η Σ  Κ Α Τ Ε Υ Θ Υ Ν Σ Η Σ  Γ ΄  Λ Υ Κ Ε Ι Ο Υ  
Άσκηση 1 

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   για την οποία ισχύει: f (x ) f (x)f '(x 2
e e

) 
 (1) με f (0) 0 . 

i. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να δείξετε ότι είναι «1-1» συνάρτηση .Στη συνέχεια να βρείτε το 
πρόσημο και τα κοίλα της f . 

ii. Να βρείτε την εφαπτομένη της fC στο x0 = 0 και να δείξετε ότι *ln | 2x | | f (x) | | x |, x   .Να βρείτε τον τύπο της f.  
iii. Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση 1f  . 

iv. Να βρείτε τα όρια  
x

f (x)
x

lim


 και  
x 1

x

2

2x
li t dtm

t
f ( )

  . 

 
Λύση  

i. Από την (1) έχουμε : f (x ) f (x)

2f (x) 0
e e

  


 για κάθε x άρα η f είναι γνησίως αύξουσα και «1-1»στο  .  

 Έτσι, για 
f

x 0 f (x) f (0) f (x) 0    


 και για 
f

x 0 f (x) f (0) f (x) 0.    


 

 Από (1) η f (x)  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση , με παράγωγο 
f (x) f (x)

f (x ) f (x) 2

2f '(x)(e e )f ''(x)
(e e )






 


.  

 
f :1

f (x) f (x ) f (x )
1

f (x )f ''(x) 0 e 0 e f (x) f (x) f (x) 0 f (x) f )e 0e (0 x 


             
f (x) f (x) f (x) 0

f (x) f (x) f (x) f (x)
f (x) f

f

(x) 2

2f '(x)(e e )f ''(x) 0 e 0 e f (x) f (x) f (x) 0 f (x) f (0) x 0
(e e )

0 e e
  

 



             


  



 
 
 
 
Άρα η f είναι κυρτή στο ( ,0] και κοίλη στο [0, ) .  
 

ii. Έχουμε f (0) 0 και f (0) f (0) 0 0

2 1.
e

2f '(
e

0
e e

)   
 

 Άρα η εφαπτομένη της fC  στο x0 = 0 είναι η ( ) : y x  .  

 Επειδή η f είναι κυρτή στο ( ,0] , για x < 0 έχουμε x f (x) . Ακόμη για x 0 έχουμε ότι f (x) 0  άρα 
x f (x) 0 0 f (x) x f (x) x          για κάθε x 0 .  

 Επειδή η f είναι κοίλη στο [0, ) , για x > 0 έχουμε f (x) x . Ακόμη για x 0 έχουμε ότι 
 f (x) 0  άρα 0 f (x) x f (x) x     για κάθε  x 0 . Οπότε f (x) x  (2) για κάθε *x . 

Από την (1) έχουμε :    f (x ) f (x ) f (x) f (x ) f (x) f (x )f (x)e 2 ef '(x)e e 2x xee 2 c           .  

Για x = 0 βρίσκουμε c = 0 άρα f (x ) f ( x)ee 2x   (3) . 

Από την (3) για x 0  έχουμε: f (x ) f (x)2x e 2e x  άρα f (x )e 2x 0 
x 0

f (x ) 0
f (x) ln 2x | f (x) | ln | 2x |




      

και για x 0 : f (x ) f ( x) xe e 2 2x     άρα
x 0

f (x )

f (x ) 0
e 2x 0 f (x) ln( 2x) | f (x) | ln | 2x |





        . 

Οπότε | ln | 2x |f (x) |  (4) για κάθε *x . Από (2) και (4) έχουμε τελικά *ln | 2x | | f (x) | | x |, x    . 

    Από την (3) έχουμε  2f x 2f x f x f x 2 f x 2
f x

1e 2x e 2xe 1 0 e x x 1 e x x 1
e

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )               ή      

   f x 2e x x 1( )    . Όμως 2 2 2 2 2x 1 x x 1 x x 1 x x 1           .  Ισχύει f xe 0( ) άρα   

     f (x ) 2 2e x x 1 f (x) ln x x 1 .      
 

x                   0                  

f (x)  + – 

f(x) 
 

 

0 



 

 

f (x)  0 + 

e 

- 

π 

TM 

f(x) 

x 
3π
2

 

iii. Έχουμε 2

x x
lim f (x) lim ln(x x 1)
 

      και 2

2x x x

1lim f (x) lim ln(x x 1) lim ln
x x 1  

     
 

. 

Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ( , )   , άρα ,( ) )f (     . Η f :   είναι «1-1» 
συνάρτηση άρα αντιστρέφεται με 1f :   . Θέτουμε στην (3) y f (x)  και έχουμε :  

y y
y ye 2x x e ee

2


  


 . Τελικά 

x x
1 e ef (x) , x

2


 

 . 

iv. Έχουμε 
( )2 2

2DLH xx x x

1
f (x) ln(x x 1lim lim lim

1
) 1x 1 lim 0

x x x 1




   

     


. 

 
Από το ερώτημα (ii), για t 0  έχουμε  

x 1 x 1 x 1

x x x2 2 2

2 2 2ln 2t f (t) ln 2t f (t)ln | 2t | | f (t) | | t | ln 2t f (t) t 1
t t t t

dt dt 1dt.
  

              

Οπότε, έχουμε 

     
x 1

x 1 x 1

x x
x

2 22 2 x 2 2 x 1 22 2 2 2

2
2 2

ln 2 ln 2ln 2t 1 1 ln (2 ) ln (2 ) ln 2dt l
(

n 2t 'dt ln 2
x 2) (x 1) (2x 3)

t 2 2
t .

2 2 2


      




  
     

Άρα 
x 1

x

22

x x2

(2x 3)lim
t

ln 2t ln 2dt lim
2



 



  . Επιπλέον, 

x 1

x

2 1

2

x x x1dt 2 2 2


  , άρα 
x 1

x

x

xx

2

2
1dt liml m .i 2



  
    

Από  κριτήριο παρεμβολής, 
x 1

x2x

2
l f (t)i tm d

t




  . 

 
Άσκηση 2 

Δίνεται η συνάρτηση 
ln x t

2
α

ημ(e )f (x) dt , 1 α ln π
t 1

  
 . 

i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και στη συνέχεια να μελετήσετε  την μονοτονία της , στο διάστημα Δ= 3π(e, ]
2

. 

ii. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την x e . 

iii. Nα δείξετε ότι η f έχει ακριβώς δύο ρίζες στο διάστημα Δ = 3π(e, ]
2

 

Λύση 

i. H 
t

2

ημ(e )
t 1

 είναι συνεχής στο ( , 1) ( 1,1) (1, )       και το α (1, )  . 

Ακόμη για x 0  απαιτούμε  ln x (1, ) ln x 1 x e      . Τελικά fD (e, )  . Η f  είναι παραγωγίσιμη 

συνάρτηση για κάθε x (e, )   με  2 2

ημx ημxf (x) ln x
(ln x 1) x (ln x 1)

   
  

. 

Έχουμε για  2 2x e ln x 1 ln x 1 0 x ln x 1 0         (1). Ακόμη για 3πx (e, ]
2

  έχουμε 

2

ημxf (x) 0 0 ημx 0 x π
x (ln x 1)

       
 

 και 
(1)

2

ημxf (x) 0 0 ημx 0 e x π
x (ln x 1)

        
 

. 

Το πρόσημο της f ΄ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (e, π]  και γνησίως φθίνουσα στο 
3π[π, ]
2

 . 



 

 

ii. Για αe x e π 1 ln x α ln π       θεωρούμε t τέτοιο ώστε :   
α tx (e,π) t 1

t α α t
2 2 2ημx

ημe ημe ημx1 ln x t α ln π e x e e π 0 ημe ημe ημx
t 1 t 1 t 1

 


               

  
(2). 

Ολοκληρώνοντας την (2) παίρνουμε : 
α α αα t

2 2 2
ln x ln x ln x

ημe ημe ημxdt dt dt
t 1 t 1 t 1

 
      

ln x ln x ln xt
α

2 2 2
α α α

1 ημe 1ημx dt dt ημe dt
t 1 t 1 t 1

   
      (3) . 

Θέτουμε    
ln x ln x ln x ln x t 1 ln x ln x

2 2 α α
α α α α

1 1 (t 1) (t 1) 1 1 1 1 1 1I(x) dt dt dt dt ln(t 1) ln(t 1)
2 2 t 1 2 t 1 2 2t 1 t 1

  
          

       

1 ln x 1 1 α 1ln ln
2 ln x 1 2 α 1

 
 

 
 . Ισχύει 

x e
lim (ln x 1) 0


   άρα 

x e

1 ln x 1 1 α 1lim I(x) ln ln
2 ln x 1 2 α 1

 
   

 
 . 

Η (3) γράφεται : αημx I(x) f (x) ημe I(x)     και 
αημe 0

α

x e x e
lim (ημx I(x)) , lim (ημe I(x))

 



 
      . Από κριτήριο 

παρεμβολής 
x e
lim f (x)


   άρα η Cf έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την x = e . 

iii. Έχουμε αα ln π e π   . Τότε στο διάστημα Δ1 = (e, π]  η f έχει προφανή ρίζα την ρ1 = αe .Το ρ1 είναι μοναδικό 
γιατί η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ1.  Θεωρούμε t  τέτοιο ώστε  1 α t ln π    και έχουμε :  

tx (e,π) t 1
α t t

2ημx

ημe1 α t ln π e e e π ημe ημπ 0
t 1

 


          


 ισχύει 

ln π t

2
α

ημe dt 0 f (π) 0
t 1

  
 . 

Επίσης θεωρούμε  t τέτοιο ώστε   3π1 α ln π t ln
2

     και έχουμε :  

3πx (e, ) tt 12
α t t

2ημx

3π 3π ημe1 α ln π t ln e e π e ημe ημπ 0
2 2 t 1





            


 ισχύει 

3πln
t2

2
α

ημe 3πdt 0 f ( ) 0
2t 1

  
 . 

Στο διάστημα Δ2 = 3π[π, ]
2

 η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής άρα f(Δ2)=
3π[f , f (π)]
2

 
 
 

.Το 3π0 [f , f (π)]
2

   
 

 

άρα υπάρχει ρ2 2Δ  τέτοιο ώστε f(ρ2)=0. Το ρ2 είναι μοναδικό γιατί η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ2. Τελικά η f 

έχει ακριβώς 2 ρίζες στο διάστημα Δ= 3π(e, ]
2

 . 
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