
 

 

 
 
Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Α  Θ Ε Τ Ι Κ Η Σ  &  Τ Ε Χ Ν Ο Λ Ο Γ Ι Κ Η Σ  Κ Α Τ Ε Υ Θ Υ Ν Σ Η Σ  Γ ΄  Λ Υ Κ Ε Ι Ο Υ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 
Έστω συνάρτηση  f : 0,   με συνεχή πρώτη παράγωγο για την οποία ισχύουν: f (1) 1   και  

     
2x

x 3 23
x1 x
3

tf t dt f 3t x dt t f t dt       για κάθε x 0.  

(i) Να βρείτε τον τύπο της f. 
(ii) Να δείξετε ότι η f είναι κοίλη. 
(iii) Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε θετική παράμετρο α ισχύει      2f x 3 2 x f        για κάθε x 0.  

(iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
  
 

1

0

f x 3x 4
dx.

3 x 1


  

ΛΥΣΗ 

(i) Έστω  

2x
3

x
3

I f (3t x)dt   και u 3t x  . Τότε  du 3dt , 1u 0  και 2u x . Έτσι 
x

0

1I f (u)du
3

   και η δοσμένη 

σχέση γίνεται: 
x x x

2

1 0 3

1tf (t)dt f (u)du t f (t)dt 0 (1) , x 0
3

       . Οι συναρτήσεις tf (t), f (u), και 2t f (t)  είναι 

συνεχείς άρα οι 
x x

1 0
tf (t)dt, f (u)du  και 

x 2

3
t f (t)dt  είναι παραγωγίσιμες στο [0, ) . Έτσι από την (1) έχουμε: 

2 21 1xf (x) f (x) x f (x) 0 (x x)f (x) f (x) 0
3 3

           και για x 0 : 2

1f (x) f (x) 0.
3(x x)

  


  (2). 

  x x x x

2 11 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 xdt dt dt ln t ln(t 1) ln ln 2
3 t(t 1) 3 t t 1 3 3 x 13(t t)

                             
    , x 0 . 

Επομένως μια παράγουσα της 2

1
3(x x)




 είναι η 
1
31 x xln ln , x 0.

3 x 1 x 1


      

 Πολλαπλασιάζοντας την  (2) με  

 

1 1x 3ln 3x 1 xe
x 1

  
       

 έχουμε: 
1 1 1 1
3 3 3 3x x x xf (x) f (x) 0 f (x) 0 f (x) c

x 1 x 1 x 1 x 1

   
    

                                      
   

,   

 c . Για  x = 1  είναι 3c 2,  οπότε 3
2xf (x) , x 0.

x 1
 


 Από τη σχέση   2 1x x f (x) f (x) 0

3
    για  x = 0 

έχουμε ότι f (0) 0 . Άρα 3
2xf (x) , x 0

x 1
 


. 

(ii) Από τη σχέση (2) προκύπτει ότι 2

f (x)f (x) , x 0
3(x x)

  


.  Η f  είναι παραγωγίσιμη στο (0, )  με: 

 
2 (2)

2 2 2 2 2 2

1 f (x) f (x) (2x 1)f (x) 3(x x) f (x) 3(2x 1) 2(3x 1)f (x)3f (x) 0
9(x x) 3(x x) 9(x x)

             
  

για κάθε x (0, ).   

Άρα η f  είναι κοίλη. 
 
(iii) Η εξίσωση της εφαπτομένης της fC στο σημείο A( , f ( ))   είναι y f ( ) f ( )(x ) y f ( )(x ) f ( )            . 

Όμως η f είναι κοίλη άρα η fC βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη της στο Α, με εξαίρεση το σημείο επαφής. 
Επομένως για κάθε x 0  ισχύει: 

(2)
2 2f (x) f ( )(x ) f ( ) f (x) f ( )(x ) f ( ) 3( ) f (x) (3 2 x)f ( )                           για κάθε x 0.  

 

 (iv)  
(2)1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

f (x)(3x 4) f (x)(3x 3) f (x) f (x)dx dx f (x) dx f (x) xf (x) dx (xf (x)) dx
3(x 1) 3(x 1) 3(x 1)

               
      

 1
0[xf (x)] f (1) 1.    

ΑΣΚΗΣΗ 2 
(i) Να δείξετε ότι υπάρχει συνάρτηση g :    για την οποία ισχύει  3g x x x   για κάθε x .  



 

 

(ii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g του ερωτήματος (i) είναι παραγωγίσιμη στο   και να βρείτε την εξίσωση της 
εφαπτομένης (ε) της Cg  στο σημείο   A 2,g 2 .  (Να θεωρήσετε γνωστό ότι αν μια 1-1 συνάρτηση είναι συνεχής σε 

ένα διάστημα Δ τότε και η αντίστροφη της είναι συνεχής στο διάστημα f ( ) ). 
(iii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την Cg  και την εφαπτομένη (ε) του ερωτήματος (ii). 
 

ΛΥΣΗ 
(i) Έστω η συνάρτηση   3f x x x,  x  . Η f είναι συνεχής στο    ως πολυωνυμική και παραγωγίσιμη στο   με  

   2f x 3x 1 0     για κάθε x .  Επομένως η f είναι  γνησίως αύξουσα στο   άρα και 1-1 οπότε και αντιστρέψιμη. 

        3 3 3 3

x x x x x x
lim f x lim x x lim x , lim f x lim x x lim x .
     

            Έτσι  f    και 1fD    . 

 Άρα     1 1 3f f x x f x x x,     x  , δηλαδή η συνάρτηση    1g x f x , x  , ικανοποιεί τις απαιτήσεις 
του ερωτήματος (i). 

(ii) Έστω ox   τυχαίο, τότε 
       

o o

1 1
o o

x x x x
o o

g x g x f x f x
lim lim

x x x x

 

 

 


 
,   0x x  

Θέτουμε        
o o

1 1 1
o ox x x x

u f x x f u . u lim u lim f x f x  

 
       ( αφού η 1f   είναι συνεχής στο 0x ). 

Επομένως 

                 o o

0

o
21u u u u

o oo o 0oo
u u
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u u 1 1 1 1 1 1lim lim
f u f u f u f uf u x f u 3g (x ) 1f g xf f xlim

u u u u

 




      

   
 

 . 

Άρα η g είναι παραγωγίσιμη για κάθε x   με  
  

1g x
f g x

 


, x  . 

    1g 2 f 2 1   αφού  f 1 2.    
    

1 1 1g 2 .
f 1 4f g 2

   


  Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της Cg στο 

σημείο   A 2, g 2   είναι:         1 1 1ε : y g 2 g 2 x 2 y 1 x 2 y x .
4 4 2

           

 (iii) Τα κοινά σημεία των gC  και (ε) είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 

   
3

1 3 21 1 1 1 1 1 x 2 x 2g x x f x x x f x x 64x x 6x 12x 8 16x 32
4 2 4 2 4 2 4 4

                          
   

 

 
Horner

3 2 2x 6x 36x 40 0 (x 2)(x 8x 20) 0 x 2             ή  x = –10. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  

 
2

10

1 1E g(x) x dx
4 2

    
  . Η συνάρτηση 

1 1h(x) g(x) x
4 2

    
 

είναι συνεχής στο (–10,2) και δεν μηδενίζεται στο 

διάστημα αυτό άρα διατηρεί πρόσημο στο (–10,2). 1 1h(0) g(0) 0
2 2

     άρα h(x) 0 για κάθε x ( 10, 2).   

Άρα 
2 2 2

10 10 10

1 1 1 1E x g(x) dx x dx g(x)dx
4 2 4 2  

           
      . 
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10

1 1 x x 4 2 100 10I x dx 6
4 2 8 2 8 2 8 2



             
   

 . 

  

 
2 2 1

2 10 10
I g(x)dx f (x)dx.

 
    Θέτω 1f (x) u x f (u)    .  dx f (u)du , 1

1u f ( 10) 2     αφού f ( 2) 10    

και 1
2u f (2) 1  . Άρα 

14 21 1 12 3
2 2 2 2

2

3u u 3 1 51I uf (u)du u(3u 1)du (3u u)du 12 2
4 2 4 2 4  



 
             

 
   . 

Επομένως 1 2
51 27E I I 6
4 4

       τ.μ.. 
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