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ΑΣΚΗΣΗ 1 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f :    για την οποία ισχύει: 
x

x

1
x f (t)dt e συνx 2x    , για κάθε x . 

Να δείξετε ότι: 

i. 
1

0
f (t)dt 1 . 

ii. Υπάρχει ένα τουλάχιστον ox (0,1)  τέτοιο ώστε 
ox

0

1
f (t)dt

2
 . 

iii. Η εξίσωση 
x

o
x f (x) f (t)dt 1    έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,1). 

iv. Υπάρχουν 1 2ξ ,ξ (0,1)  τέτοια ώστε 
1 2

1 1
2

f (ξ ) f (ξ )
  . 

ΛΥΣΗ 

i. Από υπόθεση έχουμε 
x

x

1
x f (t)dt e συνx 2x 0     , x    (1) 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση g :    με τύπο: 
x

x

1
g(x) x f (t)dt e συνx 2x      

 
0

0

1
g(0) 0 f (t)dt e συν0 2 0 0       . 

 Η g είναι παραγωγίσιμη στο   με  

 x x x
x x

1 1 1
g (x) (x) f (t)dt x f (t)dt e ημx 2 g (x) f (t)dt xf (x) e ημx 2


                  (2)    

Η  (1) γράφεται g(x) 0 g(x) g(0)   . Άρα η g παρουσιάζει ελάχιστο στο σημείο xo = 0. 

Από το θεώρημα Fermat έχουμε: 
(2) 0 0 1

0

1 1 0
g (0) 0 f (t)dt 0 f (0) e ημ0 2 0 f (t)dt 1 0 f (t)dt 1                 

ii. Θεωρούμε τη συνάρτηση h :[0,1]  με 
x

0

1
h(x) f (t)dt

2
  . 

  Η h είναι συνεχής στο [0, 1] ως άθροισμα συνεχών. 

  

0

0

1

0

1 1
h(0) f (t)dt

2 2

1 1 1
h(1) f (t)dt 1

2 2 2

   

    




 

 Από το θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ox (0,1)  τέτοιο ώστε 

 
o ox x

o 0 0

1 1
h(x ) 0 f (t)dt 0 f (t)dt

2 2
        

iii. Θεωρούμε τη συνάρτηση φ : [0,1]   με  x

0
φ(x) x f (t)dt 1    

  Η φ είναι συνεχής στο [0, 1] ως γινόμενο συνεχών. 

  Η φ είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1) ως γινόμενο παραγωγισίμων με 
x

0
φ (x) f (t)dt 1 xf (x)     

   0

0
φ(0) 0 f (t)dt 1 0     

   1

0
φ(1) 1 f (t)dt 1 0     

 Από το θεώρημα Rolle η εξίσωση 
x

0
φ (x) 0 x f (x) f (t)dt 1       έχει μια τουλάχιστον λύση στο (0, 1). 

iv. Θεωρούμε τη συνάρτηση F : [0,1]   με 
x

0
F(x) f (t)dt   

  Η F είναι συνεχής στα [0, xo] και [xo, 1]. 
  Η F είναι παραγωγίσιμη στα (0, xo) και (xo, 1) με F (x) f (x)  . 

 Από Θ.Μ.Τ. για την F στα [0, xo] και [xo, 1] υπάρχουν 1 oξ (0, x )  και 2 oξ (x ,1)  τέτοια ώστε: 

 o
1 1 1 o

o o o 1

1
0

F(x ) F(0) 1 12F (ξ ) f (ξ ) f (ξ ) 2x
x 0 x 2x f (ξ )




       


 και 



 

 

 o
2 2 2 2 o

o o o o 2

1 1
1

F(1) F(x ) 1 12 2F (ξ ) f (ξ ) f (ξ ) f (ξ ) 2 2x
1 x 1 x 1 x 2 2x f (ξ )




          
   

  

 Προσθέτοντας κατά μέλη βρίσκουμε: o o

1 2 1 2

1 1 1 1
2x 2 2x 2

f (ξ ) f (ξ ) f (ξ ) f (ξ )
        

 
ΑΣΚΗΣΗ 2 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [0,1]   για την οποία ισχύει: 
x

1
x f (x) f (t)dt f (x)   , (1) για κάθε x . 

i. Να δείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0, 1]. 

ii. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ox (0,1)  τέτοιο ώστε: 
1

o 0
f (x ) f (1) f (t)dt    . 

iii. Να δείξετε ότι f(0) = f(1). 

iv. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 1x (0,1)  να δείξετε ότι 1 2
1

f (0)
f (x )

x 1



. 

v. Αν f(0) = 0 να δείξετε ότι f(x) = 0 για κάθε x [0,1] . 

ΛΥΣΗ 
i. Από την (1) η f   είναι παραγωγίσιμη στο [0 ,1] ως άθροισμα παραγωγισίμων. Άρα η f είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο [0 ,1]. 

ii. Η (1) για x = 0 και για x = 1 δίνει: 
0

1
f (t)dt f (0)  και f (1) f (1)  (2) 

 Από Θ.Μ.Τ. για την f   στο [0, 1] υπάρχει ένα τουλάχιστον ox (0,1)  τέτοιο ώστε: 

 
(2) 0 1

o o o o1 0

f (1) f (0)
f (x ) f (x ) f (1) f (0) f (x ) f (1) f (t)dt f (x ) f (1) f (t)dt

1 0

 
              

    

iii. Η (1) γράφεται:          
x x x x

1 1 1 1
x f (t)dt x f (t)dt f (x) x f (t)dt f (x) x f (t)dt f (x) c

                   (3) 

 Η (3) για x = 0 και x = 1 δίνει: 
  0 = f(0) + c και 0 = f(1) + c 
  f(0) = –c  f(1) = –c 
 Οπότε f(0) = f(1) 

iv. Για x 0  η (3) γράφεται: 
x

1

f (x) c
f (t)dt

x


 . Παραγωγίζοντας έχουμε: 

 2 2

2

f (x) x f (x) c
f (x) x f (x) x f (x) f (x) f (0) (x 1)f (x) x f (x) f (0)

x

   
             (4)� 

 Επειδή η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 1x (0,1)  από το θεώρημα Fermat 1f (x ) 0  . 

 Η  (4)  για x = x1 γράφεται: 
1f (x ) 0

2
1 1 1 1 1 2

1

f (0)
(x 1)f (x ) x f (x ) f (0) f (x )

x 1

 

     


 

v. Αν f(0) = 0 τότε από iii. ερώτημα είναι και f(1) = 0. 
 H f αφού είναι συνεχής στο [0, 1] θα έχει μέγιστο Μ = f(x2) και ελάχιστο μ = f(x3), 2 3x , x [0,1] . 

  Αν 2x (0,1)  τότε από iv. έχουμε 2 2
2

f (0)
f (x ) 0

x 1
 


 

  Αν x2 = 0 ή 1 τότε προφανώς 2f (x ) 0  

  Αν 3x (0,1)  όμοια έχουμε 3 2
3

f (0)
f (x ) 0

x 1
 


 

  Αν x3 = 0 ή 1 τότε προφανώς 3f (x ) 0  

 Σε όλες τις περιπτώσεις Μ = μ = 0. Δηλαδή μ f (x) M 0 f (x) 0 άρα f (x) 0       για κάθε x [0,1]  
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