
 

 

 

ΦΥΣ Ι ΚΗ  ΘΕΤ Ι ΚΗ Σ  &  Τ ΕΧΝΟΛΟΓ Ι ΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ Σ  Γ ΄  ΛΥΚΕ Ι Ο Υ  

 

ΑΣΚΗΣΗ 

Οµογενής λεπτή οριζόντια δοκός ΟΑ µάζας Μ1 = 12 kg και µήκους 

L = 8 m µπορεί να στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από 

σταθερό οριζόντιο άξονα, που περνά από το σηµείο της Κ και είναι 

κάθετος σ’ αυτή. Το σηµείο Κ ισαπέχει από το άκρο Ο και το µέσο 

Μ της δοκού. Κατακόρυφος τροχός, αποτελείται από δύο κάθετες 

µεταξύ τους οµογενείς ράβδους µήκους Lρ = 3 m και µάζας mρ η κάθε µία και ένα λεπτό οµογενή δακτύλιο µάζας 

Μδ = 2mρ ακτίνας R = 1,5 m, του οποίου όλη η µάζα είναι συγκεντρωµένη στην περιφέρειά του. Ο τροχός 

αρθρώνεται από το κέντρο µάζας του στο άκρο Α της ράβδου, όπως φαίνεται στο σχήµα. Το ακίνητο σύστηµα των 

δύο στερεών αφήνεται ελεύθερο από την οριζόντια θέση, οπότε αποκτά γωνιακή επιτάχυνση αγ = 1 rad/s
2
 τη 

χρονική στιγµή που η δοκός έχει διαγράψει γωνία φ = 60
ο
. 

α. Να υπολογίσετε τη συνολική µάζα Μ του τροχού. 

β. Να βρεθεί το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας του σηµείου Μ της δοκού, σε συνάρτηση µε τη γωνία φ που 

διαγράφεται από τη δοκό ως προς την οριζόντια διεύθυνση. Πόση είναι η µέγιστη τιµή της; 

γ. Να βρεθεί η επιτάχυνση του σηµείου Μ τη στιγµή που η δοκός έχει διαγράψει γωνία φ = 60
ο
. 

δ. Για ποια τιµή της γωνίας φ, το σύστηµα δοκός-τροχός έχει κινητική ενέργεια ίση µε το µισό της µέγιστης τιµής 

της; Πόσο είναι το µέτρο του ρυθµού µεταβολής στροφορµής του τροχού ως προς το σηµείο Κ, τότε; 

Όταν η δοκός ΟΑ βρεθεί στη κατακόρυφη θέση, ο τροχός αποκολλάται ακαριαία τη στιγµή to = 0 και συνεχίζει την 

κίνησή του σε οριζόντιο δάπεδο που εφάπτεται στο κατώτερο σηµείο του, ενώ η δοκός συνεχίζει την περιστροφική 

της κίνηση µε τη γωνιακή ταχύτητα που απέκτησε το σύστηµα στη κατακόρυφη θέση. Ο συντελεστής τριβής 

ολίσθησης µεταξύ δαπέδου και τροχού είναι µ = 0,4. 

ε. Να µελετήσετε την κίνηση του τροχού στο οριζόντιο δάπεδο και να υπολογίσετε µετά από πόσο χρόνο θα αρχίσει 

να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

ζ. Να γίνουν σε κοινούς άξονες τα διαγράµµατα των αλγεβρικών τιµών της ταχύτητας του κέντρου µάζας του 

τροχού και της γραµµικής ταχύτητας του κατώτερου σηµείου του τροχού σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

η. Πόση απόσταση διανύει το κέντρο µάζας του τροχού µέχρι ν’ αρχίσει η κύλιση; Ποιά απόσταση διανύει ο τροχός 

µόνο ολισθαίνοντας µέχρι ν’ αρχίσει η κύλιση; 

θ. Να ελέγξετε αν η δοκός εκτελεί ανακύκλωση µετά την αποκόλληση του τροχού; 

∆ίνονται: Η ροπή αδράνειας οµογενούς ράβδου µάζας m και µήκους �  ως προς άξονα περιστροφής κάθετο σ’ αυτή 

που περνά από το κέντρο µάζας της 
2

cm
1

12
I = m�  και g = 10 m/s

2
. 

ΛΥΣΗ 
α. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα Steiner για τη δοκό ΟΑ:  

( )2
2 2

δοκού(Κ) 1 1 δοκού(Κ)
1 L

12 4
I = Μ L +Μ I = 112 kg m⇒ ⋅  

Ο τροχός δεν δέχεται καµία ροπή ως προς το κέντρο του Α, κατά 

τη διάρκεια της περιστροφής του συστήµατος στο κατακόρυφο 

επίπεδο, οπότε δεν περιστρέφεται ως προς το κέντρο του Α. Για 

τη ροπή αδράνειάς του ως προς το σηµείο Κ ισχύει: 

( )2

τροχού(Κ)
3L
4

I = Μ . 

Εφαρµόζουµε το θεµελιώδη νόµο για τη στροφική κίνηση του 

συστήµατος τη στιγµή που η δοκός έχει διαγράψει γωνία φ = 60
ο
: 

( )δοκού(Κ) τροχού(Κ)(Κ) ολ(Κ) γ 1 1 2 γ

ο ο

1 2
3LL

4 4

Στ = Ι α Μ gd +Mgd = Ι +Ι α

µε d = συν60 = 1 m  και d = συν60 = 3 m.

⇒ ⋅
 

Με συνδυασµό των παραπάνω σχέσεων προκύπτει:  4Μ = kg.
3

 

β. Εφαρµόζουµε Α.∆.Μ.Ε για το σύστηµα από θέση 1 έως τη θέση 2 όπου η δοκός ΟΑ έχει περιστραφεί κατά 

τυχαία γωνία φ, ως προς την οριζόντια διεύθυνση: 
2 2

1 2 ολ(Κ) 1 1 2 ολ(Κ) 1
3L1 1 L ηµφ  rad/s.

2 2 4 4
E = Ε 0 = Ι ω Μ gh Mgh Ι ω Μ g ηµφ Mg ω = 2 ηµφ⇒ − − ⇒ = + ⇒  

Η γραµµική ταχύτητα του σηµείου Μ της δοκού έχει µέτρο: 
M M

L  m/s.
4

υ  = ω υ  = 4 ηµφ⋅ ⇒  

Η µέγιστη ταχύτητα του σηµείου Μ επιτυγχάνεται στην κατακόρυφη θέση της δοκού, όπου ηµφ = 1 και έχει 

µέτρο 
M(max)υ = 4 m/s.  
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γ. Για το µέτρο της επιτρόχιας επιτάχυνσης του σηµείου Μ της δοκού ΟΑ για  

γωνία φ = 60
ο
 ισχύει: 

2

M M επ γ επ
dυ dω Lυ = ω R = R α = α α = 2 m/s

4dt dt
⇒⋅ ⇒ ⋅ ⇒ ⋅ . 

Για το µέτρο της κεντροµόλου επιτάχυνσης του σηµείου Μ της δοκού ΟΑ 

για γωνία φ = 60
ο
 ισχύει: 

2 2 2
.κ κ M κ κ

M

υ Lα = α = ω R α = 4ηµφ α = 4 3 m/s
R 4

⋅⇒ ⋅ ⇒ ⇒  

Άρα: 
22 2

M Mκ επ
52α = α +α  α =  m/s⇒  και σχηµατίζει µε τη δοκό γωνία θ 

για την οποία ισχύει: επ

κ

α 3
εφθ = εφθ = .

α 6
⇒  

δ. Πρέπει: 
ο2 2 ηmax

max
1 1ω = ω ηµφ = , άρα για 1  φορά φ = 30 .

2 2 2
Κ

Κ = ⇒ ⇒  

Εφαρµόζουµε το θεµελιώδη νόµο για τη στροφική κίνηση του συστήµατος όταν φ = 30
ο
: 

( )

( )
δοκού(Κ) τροχού(Κ)(Κ) ολ(Κ) γ 1 1 2 γ

2

2 γ
ο ο 2

1 2 τροχού(Κ)
3LL

4 4

Στ = Ι α Μ gd +Mgd = Ι +Ι α

α = 3 rad/s .
3Lµε d = συν30 = 3 m, d = συν30 = 3 3 m και Ι = Μ = 48 kg m
4

′ ′ ′ ′⇒ ⋅
′⇒

′ ′ ⋅





 

Για το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής του τροχού ως προς το σηµείο Κ όταν φ = 30
ο
, ισχύει: 

2 2τροχού τροχού
τροχού(Κ) γ

(K) (K)

dL dL
= I α = 48 3 kg m /s

dt dt

   
⇒   

   
′⋅ ⋅ . 

ε. Τη στιγµή που ο τροχός αποκολλάται από τη δοκό όλα του τα σηµεία 

έχουν την ίδια οριζόντια ταχύτητα, ίση µε την ταχύτητα του άκρου Α 

της δοκού, δηλαδή: 
Α

3Lυ = ω  = 12 m/s
4

⋅ . 

Το κατώτερο σηµείο Β επαφής του τροχού µε το δάπεδο έχει 

οριζόντια αρχική ταχύτητα µέτρου 
B,o cm,oυ = υ  = 12 m/s  προς τ’ 

αριστερά ως προς το ακίνητο δάπεδο, οπότε θα αρχίσει να ολισθαίνει 

µε αποτέλεσµα να δέχεται τριβή ολίσθησης µε φορά προς τα δεξιά. 

Εξαιτίας της τριβής το κέντρο µάζας του τροχού εκτελεί οµαλά 

επιβραδυνόµενη µεταφορική κίνηση για την οποία ισχύει: 
2

cm cm cm cmΣF = M α µ Ν = M α µ Mg = M α α = 4 m/s⋅ ⇒ ⋅ ⋅ ⇒ ⋅ ⋅ ⇒ . 

Η εξίσωση της ταχύτητας του κέντρου µάζας του τροχού λόγω µεταφορικής κίνησης είναι: 

cm cm,o cm cmυ = υ α t υ = 12 4t (S.I.)− ⇒ −  

Για τη µάζα του τροχού ισχύει: 
δ ρ ρ ρ δ

1 2M M 2m Μ 4m m  kg  και  M  kg.
3 3

= + ⇒ = ⇒ = =  

Η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς το κέντρο µάζας του είναι: 2 2 2

τρ δ ρ τρ
1Ι M R 2 m (2R) Ι 2 kg m

12
= + ⇒ = ⋅ . 

Εξαιτίας της ροπής της τριβής ο τροχός εκτελεί οµαλά επιταχυνόµενη στροφική κίνηση γύρω από το κέντρο 

µάζας του για την οποία ισχύει: 
2

(cm) τρ γων τρ γων γων
Στ Ι α µ Μg R Ι α α 4 rad / s .= ⋅ ⇒ ⋅ ⋅ = ⋅ ⇒ =  

Η εξίσωση της γωνιακής ταχύτητας του τροχού λόγω στροφικής κίνησης είναι: γωνω = α t ω = 4t (S.I.)⋅ ⇒  

Ο τροχός θα ξεκινήσει να κυλίεται χωρίς ολίσθηση τη χρονική στιγµή που η ταχύτητα του κατώτερου σηµείου Β 

επαφής του µε το δάπεδο θα µηδενιστεί. Τότε µηδενίζεται η τριβή ολίσθησης, οπότε ο τροχός δέχεται ΣF = 0 και 

Στ = 0, άρα θα αποκτήσει σταθερή γωνιακή και µεταφορική ταχύτητα κυλιόµενος. ∆ηλαδή: 

B cm γραµ cmυ = 0 υ υ = 0 υ = ω R 12 4t = 6t t = 1,2 s.⇒ − ⇒ ⋅ ⇒ − ⇒  

ζ. H ταχύτητα του κέντρου µάζας του τροχού δίνεται από τη σχέση: 

cmυ = 12 4t (S.I.) για 0 t 1,2 s− ≤ ≤  και cmυ = 7,2 m/s για t 1,2 s.≥  

Η γραµµική ταχύτητα του κατώτερου σηµείου του τροχού δίνεται από τη 

σχέση: 

γρ γρυ = ω R υ = 6t  (S.I.)  για 0 t 1,2 s− ⋅ ⇒ − ≤ ≤  και 

γρυ = 7,2 m/s για t 1,2 s.− ≥  

Τα αντίστοιχα διαγράµµατα φαίνονται στο διπλανό σχήµα. 
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η. Η µετατόπιση του κέντρου µάζας του τροχού για t = 1,2 s είναι: 
2

cm cm,o cm cm
1
2

x = υ t α t x = 11,52 m− ⇒ . 

Το µήκος του τόξου που διαγράφεται από το κατώτερο σηµείο του τροχού, εξαιτίας της στροφικής κίνησης για   

t = 1,2 s είναι: 
2

γων
1
2

∆S = R ∆θ ∆S = R α t ∆S = 4,32 m⋅ ⇒ ⋅ ⇒ . 

Άρα η απόσταση που διανύει ο τροχός ολισθαίνοντας µέχρι ν’ αρχίσει η κύλιση είναι: 

cm ∆Sd = x d = 7,2 m⇒− . 

θ. Για να εκτελέσει η δοκός ανακύκλωση αρκεί να περάσει απο το ανώτερο σηµείο 

(κατακόρυφη θέση 4) µε κινητική ενέργεια 
4K 0> . Εφαρµόζουµε Α.∆.Μ.Ε για τη δοκό από 

την κατακόρυφη θέση 3 µέχρι την κατακόρυφη θέση 4: 
2

3 4 δοκού(Κ) 1 4 1 4
1 L L
2 4 4

E = E Ι ω Μ g = Κ + Μ g Κ  = 256 J < 0⇒ − ⇒ −  

Άρα η δοκός δεν µπορεί να εκτελέσει ανακύκλωση. 
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