
 

 

Φ Υ Σ Ι Κ Η  Θ Ε Τ Ι Κ Η Σ  &  Τ Ε Χ Ν Ο Λ Ο Γ Ι Κ Η Σ  Κ Α Τ Ε Υ Θ Υ Ν ΣΗ Σ  Γ ΄  Λ ΥΚ Ε Ι Ο Υ  

ΑΣΚΗΣΗ 

∆ύο ελαστικά νήµατα µεγάλου µήκους συνδέονται στο σηµείο Ο και σχηµατίζουν ελαστικό µέσο που ταυτίζεται µε 

τον οριζόντιο άξονα x΄Οx. Το σηµείο σύνδεσης O (x = 0), αρχίζει τη χρονική στιγµή t0 = 0 να κινείται κατακόρυφα 

µε την επίδραση δύο ταλαντώσεων: 

( ) ( )α β α β
π πy 5 ηµ 10πt  και y 5 3 ηµ 10πt   (y , y  σε cm, t σε s)
3 6

= ⋅ + = ⋅ − . 

Σηµείο Μ του ενός νήµατος που βρίσκεται στη θέση xΜ = 2m, αρχίζει να ταλαντώνεται µετά από χρόνο tM = 0,4s, 

ενώ σηµείο Ν του άλλου νήµατος µε xΝ = -2m, αρχίζει να ταλαντώνεται µετά από χρόνο tN = 0,3s. 

α. Να βρείτε την εξίσωση κίνησης του σηµείου Ο. 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των κυµάτων που δηµιουργούνται. 

γ. Να βρείτε την φάση των σηµείων του ελαστικού µέσου τη στιγµή t1 = 0,6s και να την παραστήσετε γραφικά. 

δ. Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του ελαστικού µέσου τη χρονική στιγµή t1. 

ε. Να βρείτε την διαφορά φάσης µεταξύ των σηµείων Μ και Ν τη χρονική στιγµή t1. 

στ. Να βρείτε πόσα σηµεία του ελαστικού µέσου, έχουν κατά τη χρονική στιγµή t1, κινητική ενέργεια ίση µε την 

δυναµική ενέργεια ταλάντωσής τους. 

ζ. Να βρείτε ποια χρονική στιγµή το σηµείο Μ έχει κινητική ενέργεια τριπλάσια της δυναµικής ενέργειας 

ταλάντωσής του για δεύτερη φορά. 

η. Να βρείτε την αποµάκρυνση και την ταχύτητα ταλάντωσης του σηµείου Ν όταν το σηµείο Μ έχει αποµάκρυνση 

-8cm κινούµενο προς τη θέση ισορροπίας του. 

θ. Να βρείτε την ενέργεια ταλάντωσης στοιχειώδους τµήµατος του νήµατος που έχει µάζα ∆m = 10
-4

kg. 

ι. Αν η µάζα ανά µονάδα µήκους του νήµατος που είναι στο θετικό ηµιάξονα είναι 0,2kg/m και του νήµατος στον 

αρνητικό ηµιάξονα είναι 0,4kg/m, να βρείτε την ενέργεια που παρέχει η πηγή στη µονάδα του χρόνου. 

ΛΥΣΗ 

α. Η κίνηση του σηµείου Ο είναι αποτέλεσµα της σύνθεσης των αρµονικών ταλαντώσεων:  

( ) ( )α α
π π πy 5 ηµ 10πt y 5 ηµ 10πt
3 6 2

 = ⋅ + ⇒ = ⋅ − +  
 και ( )β α β

πy 5 3 ηµ 10πt   (y , y  σε cm, t σε s)
6

= ⋅ −  

οι οποίες έχουν ίδια διεύθυνση, ίδια συχνότητα, ίδια θέση ισορροπίας και διαφορά φάσης π∆φ  rad
2

= . 

Η κίνηση του σηµείου Ο είναι απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση ( )O
πy Α ηµ 10πt θ
6

 = ⋅ − +  
 

όπου ( )2
2 πΑ 5 5 3 2 5 5 3 συν Α 10cm

2
= + + ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ =  και 35 πεφθ εφθ θ rad.

3 65 3
= ⇒ = ⇒ =  

Άρα η εξίσωση κίνησης του σηµείου Ο είναι yΟ = 0,1·ηµ(10πt) (S.I.). 

 

β. Η ταλάντωση του σηµείου Ο, δηµιουργεί αρµονικό κύµα που αρχίζει να διαδίδεται ταυτόχρονα και προς τον 

θετικό και προς τον αρνητικό ηµιάξονα µε διαφορετικές ταχύτητες αφού είναι διαφορετικά τα µέσα διάδοσης. 

Κάθε σηµείο του µέσου αρχίζει να ταλαντώνεται µόλις το κύµα φτάνει σ’ αυτό. Άρα το µέτρο της ταχύτητας 

διάδοσης του κάθε κύµατος είναι: 

M
1 1

M

x
υ υ 5m / s

t
= ⇒ =  για το κύµα στο θετικό ηµιάξονα και N

2 2
N

x 20υ υ m / s
t 3

= ⇒ =  για το κύµα στον 

αρνητικό ηµιάξονα. 

Η συχνότητα των δύο κυµάτων είναι ίση µε τη συχνότητα ταλάντωσης του σηµείου Ο, οπότε αφού 

ω = 10π rad/s ⇒  f = 5Hz. Τα µήκη των κυµάτων στο θετικό και στον αρνητικό ηµιάξονα αντίστοιχα είναι: 

1
1 1

υ
λ λ 1m

f
= ⇒ =  και 2

2 2

υ 4λ λ m.
3f

= ⇒ =  

Το πλάτος του κάθε κύµατος είναι ίδιο µε το πλάτος ταλάντωσης Α = 0,1m της πηγής, αφού πρόκειται για 

γραµµικά ελαστικά µέσα. Αφού η πηγή δεν έχει αρχική φάση για τις εξισώσεις των δύο κυµάτων στον θετικό 

και στον αρνητικό ηµιάξονα αντίστοιχα ισχύει: 

( ) ( )1 2
3xy 0,1 ηµ2π 5t x  (S.I.) για x 0   και   y 0,1 ηµ2π 5t  (S.I.) για x 0
4

= ⋅ − ≥ = ⋅ + ≤ . 

 

γ. Οι παραπάνω εξισώσεις για τη χρονική στιγµή t1 = 0,6s γίνονται: 

( )1
y 0,1 ηµ2π 3 x  (S.I.) (S.I.)  για 0 x 3m = ⋅ − ≤ ≤ και 

( )2
3xy 0,1 ηµ2π 3  (S.I.)  για 4m x 0.
4

= ⋅ + − ≤ ≤  

Οπότε για τη φάση των σηµείων του ελαστικού µέσου τη χρονική στιγµή t1 ισχύει: 



 

 

3 -4 

6π 

x(m) 

φ  (rad) 

0 

(S.Ι.)
6π 2πx,    για  0 x 3m

φ
3π6π x,   για  4m x 0
2

− ≤ ≤
=

+ − ≤ ≤





 

Το διάγραµµα της φάσης φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 

δ. Οι εξισώσεις των δύο κυµάτων για t1 = 0,6s είναι: 

( )
( )

(S.Ι.)

0,1 ηµ 6π 2πx ,    για  0 x 3m
y

3π0,1 ηµ 6π x ,   για 4m x 0
2

⋅ − ≤ ≤
=

⋅ + − ≤ ≤





  

Το στιγµιότυπο του ελαστικού µέσου τη χρονική στιγµή 

t1 φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 

ε. Τη χρονική στιγµή t1 το κύµα έχει φτάσει και στα δύο σηµεία Μ και Ν, οπότε η διαφορά φάσης τους είναι:  

( ) ( )Ν Μ N Μ
3π∆φ φ φ ∆φ 6π x 6π 2πx ∆φ π rad.
2

= − ⇒ = + − − ⇒ =  

 

στ. Τα σηµεία του ελαστικού µέσου εκτελούν απλή αρµονική ταλάντωση οπότε Ε = Κ+U. Όταν Κ = U ισχύει 
2 21 1 AE = 2U DA = 2 Dy y = ±

2 2 2
⇒ ⇒ . Όπως φαίνεται από το στιγµιότυπο στο ερώτηµα (δ), κατά τη 

χρονική στιγµή t1, υπάρχουν 24 σηµεία του µέσου τα οποία έχουν Κ = U. 

 

ζ. Όταν Κ = 3U ισχύει 2 21 1 AE = 4U DA = 4 Dy y = ±
2 2 2

⇒ ⇒ , οπότε για το σηµείο Μ (xΜ = 2m) ισχύει: 

 µε  k .
π0,1 ηµ(10πt 4π) 0, 05 ηµ(10πt 4π) 0, 5 10πt 4π kπ
6

∈⋅ − = ± ⇒ − = ± ⇒ − = ± Z  

Για δεύτερη φορά γίνεται Κ = 3U όταν: t s
π 2910πt 4π π
6 60
⇒ =− = − . 

 

η. Τα σηµεία Μ, Ν όπως είδαµε στο ερώτηµα (ε) έχουν διαφορά φάσης ∆φ = π rad, δηλαδή είναι σηµεία σε 

αντίθεση φάσης, οπότε έχουν αντίθετες ταχύτητες και αντίθετες αποµακρύνσεις. Άρα yN = 8cm και υΝ < 0. 

Εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης ενέργειας για την ταλάντωση του σηµείου Ν ισχύει: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1E = K + U DA = mυ + Dy mω A = mυ + mω y υ = ±ω Α y
2 2 2 2 2 2

⇒ ⇒ ⇒ − ⇒

υ = 0,6π m/s.⇒ ±  Οπότε 
N
υ = -0,6π m/s.  

θ. Η ενέργεια ταλάντωσης του τµήµατος µε µάζα ∆m είναι: 2 2 2 2 -51 1E = DA E = (∆m)ω A E = 5π 10 J.
2 2

⇒ ⇒ ⋅  

ι. Σε χρονικό διάστηµα ∆t το κύµα έχει διαδοθεί κατά ∆x1 = υ1·∆t ⇒ ∆x1 = 5·∆t στο θετικό ηµιάξονα και κατά 

∆x2 = υ2·∆t ⇒ ∆x2 = 20
3
·∆t στον αρνητικό ηµιάξονα. 

Το τµήµα ∆x1 του νήµατος στο θετικό ηµιάξονα έχει µάζα ∆m1 = 0,2·∆x1 ⇒ ∆m1 = 0,2·5·∆t ⇒ ∆m1 = 1·∆t (S.I.) 

και το τµήµα ∆x2 του νήµατος στον αρνητικό ηµιάξονα έχει µάζα ∆m2 = 0,4·∆x2 ⇒ ∆m2 = 0,4· 20
3
·∆t ⇒ 

⇒⇒⇒⇒ ∆m2 = 8
3
·∆t (S.I.). 

Άρα η πηγή στο χρόνο ∆t έχει δώσει ενέργεια 2 2 2 2

1 2 1 2
1 1∆E = ∆E +∆E ∆E = (∆m )ω A (∆m )ω A
2 2

⇒ + ⇒  

22 2

1 2
11π1∆E = (∆m +∆m )ω A ∆E = ∆t   (S.I.).

2 6
⇒ ⇒ ⋅  

Άρα η ισχύς της πηγής είναι: 
211π∆ΕP = P =  W.

∆t 6
⇒  
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