
 
 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  ΘΕΤΙΚΗΣ&  ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕΙΟΥ  
 

Άσκηση 1 

 
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  για την οποία ισχύει ότι  για 

κάθε  και ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 

f :  
) 2012

2012 2x 2f (x) 2012f (x) e x 2x 2012 (1)    

x x

x f (x

i. Να δείξετε ότι f (  για κάθε . x) 0 x
ii. Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 . iii. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  που είναι παράλληλη στον άξοναfC

 
Λύση 

 
i. Έστω ότι υπάρχει  τέτοιο ώστε 0x  0f (x ) 0 . Τότε για 0x x  η (1) γίνεται: 

0 0 02x 2x 2x2012 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0f (x ) 2012f (x ) e x 2x 2012 e x 2x 1 2011 0 e (x 1) 2011 0              

f (x) 0 x

 , άτοπο. 

Άρα  για κάθε  . 

 Η f είναι συνεχής στο  ως παραγωγίσιμη και f ( x) 0  για κάθε x , άρα η f διατηρεί πρόσημο στο . 
 Αφού η εξίσωση f (x) 2012  έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα, υπάρχει  τέτοιο ώστε 

.Επομένως  για κάθε 
1x 

1f (x ) 2012 0  f (x)  0  . x
 
ii. Και τα δύο μέλη της (1) είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Άρα έχουμε: 

     
2x

2011 2x 2011 2x

2011

e x 1
2012f (x) f (x) 2012f (x) 2e 2x 2 2012 f (x) 1 f (x) 2 e x 1 f (x)

1006 f (x) 1

               


 

όπου:  για κάθε .  20111006 f (x) 1 0  x

Έστω . Η g είναι συνεχής στο  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο 

 με  για κάθε x . Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο . 

2xg(x) e x 1, x   
2xg (x) 2e 1 0   


  

Παρατηρούμε ότι   και ότι  . 0g(0) e 0 1 0   
g

x 0 g(x) g(0) g(x) 0    


Επομένως: 
   
2x

2011 2011

g(x)e x 1
f (x) 0 0 0 g(x) 0 x 0

1006 f (x) 1 1006 f (x) 1

          
 

. 

 

   
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2011 2011

g(x)e x 1
f (x) 0 0 0 g(x) 0 x 0

1006 f (x) 1 1006 f (x) 1

          
 

( , 0]
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f (x)          – 
 

      + 

f (x)    

0 
 
 

o   

 
 ελάχιστο  

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  και γνησίως αύξουσα στο [0, ) . Η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x 0  με 

ελάχιστη τιμή την  f (0).

 
iii. Από το ερώτημα (ii) φαίνεται ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της  που είναι παράλληλη στον άξονα fC x x  είναι η 

ευθεία  Για  από την σχέση (1) έχουμε: y f (0). x 0
2012 0 2012f (0) 2012f (0) e 2012 f (0) 2012f (0) 2013 0 (2)       . 

Έστω η συνάρτηση . Η h είναι παραγωγίσιμη στο  ως πολυωνυμική με 

 για κάθε . Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο  οπότε και 

2012h(x) x 2012x 2013  

2 0  x [0, ) 

[0, )

[0,2011h (x) 2012x 201  ) 1 1 . 

Επίσης, παρατηρούμε ότι  Άρα h(1) 0. h f (0   
h:1 1

) 0 h f (0) h(1) f (0)


1   

x x

 . Επομένως, η εξίσωση της 

εφαπτομένης της  που είναι παράλληλη στον άξονα fC  είναι η ευθεία y 1.  

 
 
 



 
 

 
 

Άσκηση 2 
 

Α. Να δείξετε ότι κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 
 
Β. Έστω πολυωνυμική συνάρτηση με f :   f (x) f (x) 0  , για κάθε x . Να δείξετε ότι η  δέχεται μία 

ακριβώς οριζόντια εφαπτομένη. 
fC

 
Γ. Έστω . Να δείξετε ότι στο διάστημα (0 , η τέμνει τον x΄x σε ένα ακριβώς σημείο. 2ν 1P(x) x 2x 1, ν   



,1) PC

  
 

Λύση 
 
Α. Έχουμε , όπου ν περιττός, συνεχής συνάρτηση στο . ν ν 1

ν ν 1 1 0 νf (x) α x α x ... α x α , α 0
      

Έστω . Τότε: να 0
ν

νx x
lim f (x) α lim x
 

  . Άρα υπάρχει 1x 0  τέτοιο ώστε 1f (x ) 0 .  

 , άρα υπάρχει τέτοιο ώστε . ν
νx x

lim f (x) α lim x
 

  

) 0f (x ) 0

2x 0 2f (x ) 0

 . Από θεώρημα Bolzano υπάρχει τέτοιο ώστε 0 1 2x (x , x

 Ανάλογα, αν . να 0
 
Β. Έστω oτι η f είναι περιττού βαθμού τότε με τη βοήθεια του (Α) υπάρχει 0x   τέτοιο ώστε  , άτοπο γιατί 

, για κάθε . 
0f (x ) 0

f (x) f (x) 0  x
 Τότε, η f είναι άρτιου βαθμού άρα η  περιττού βαθμού, επομένως έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα .  f  1x

 
Υποθέτουμε ότι η f  έχει και δεύτερη ρίζα με x 2x 1 2x . Έστω 1 2x x . 
 
Τότε η πληροί  τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο , άρα υπάρχει  τέτοιο ώστε 

. Άτοπο επειδή f ( . 

f 

0
1 2[x , x ] 3 1 2x (x , x )

2ν 2ν 1Q(x) x x ... x 1    

3f (x ) x) f (x) 0 
 
 Άρα, η  έχει ακριβώς μια ρίζα στο , συνεπώς η  δέχεται ακριβώς μια οριζόντια εφαπτομένη. f   fC

 
Γ. Παρατηρούμε ότι P( . Άρα: 

 
 

1) 0

1 2ν1 x x  2ν 1 2ν 2ν 1 2ν 2 2ν 2ν 1P(x) x 2x x 1 x(x 1) (x 1) x(x 1)(x x ... 1) (x 1) (x 1)(x x ... x 1)                       
  

Έστω  η οποία είναι συνεχής στο  ως πολυώνυμο με [0,1] Q(0) 1   και 

.  Q(1) 1 1 ... 1 1 2ν 1 0       
Αρά , από Θεώρημα Bolzano, υπάρχει  τέτοιο ώστε 0x (0,1) 0Q(x ) 0 . 

 
 Όμως για κάθε 2ν 1 2ν 2Q (x) 2νx (2ν 1)x ... 1 0,        x (0,1)  άρα η συνάρτηση Q είναι γνησίως αύξουσα στο 

(0,1) επομένως το μοναδική ρίζα του Q άρα και του P.   0x
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