
 
ΜΑΘΗΜΑΤ ΙΚΑ  ΘΕΤ Ι ΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

 
ΑΣΚΗΣΗ 1 

Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί  με 1 2z , z , 2z 1  ώστε να ισχύει: 1 2z ημx z συνx 1, x (1)    . 

α. Να δείξετε ότι 1 2Re(z z ) 0 . 

β. Αν Μ, Ν οι εικόνες των  αντίστοιχα και Ο η αρχή των αξόνων να δείξετε ότι το τρίγωνο ΜΟΝ είναι 

ορθογώνιο 
1 2z , z

γ. Αν επιπλέον δίνεται η συνεχής συνάρτηση f :  τέτοια ώστε   f (x) f ( x) 1, x     και 
1

1

z

z

1
dx 1

1 f (x)


 τότε να βρείτε το 1z  

 
ΛΥΣΗ 

 

 

α. Έχουμε
2

1 2 1 2 1 2z ημx z συνx 1 (z ημx z συνx)(z ημx z συνx) 1        
2 22 2

1 1 2 2 1 2z ημ x z z ημxσυνx z z ημxσυνx z συν x 1      
2 2 2

1 1 2z ημ x 2Re(z z )ημxσυνx συν x 1 0     

Έστω
2 2 2

1 1 2g(x) z ημ x 2Re(z z )ημxσυνx συν x 1     τότε  g(x) 0, x   . Παρατηρούμε ότι g(0) 0 . Άρα 

. Στο  εσωτερικό σημείο του  η g παραγωγίζεται και παρουσιάζει μέγιστο,  άρα από 

Θεώρημα Fermat   

g(x) g(0), x   0x 0
0


g (0) 

Όμως 
2 2 2

1 1 2 1 2g (x) 2ημxσυνx z 2Re(z z )συν x 2Re(z z )ημ x 2ημxσυνx      

1 2 1 2g (0) 0 2Re(z z ) 0 Re(z z )      0 . 

   

β.  
2

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z (z z )(z z ) z z z z z z z z        
(α)

2 2 2 2

1 1 2 2 1 2z 2Re(z z ) z z z   
2

 

Άρα . Επομένως το τρίγωνο ΜΟΝ είναι ορθογώνιο. 2 2(ΜΝ) (ΟΜ) (ΟΝ) 
 

. Τότε 
1 1

1 1

z z

z z

f ( x)1
I dx

1 f (x) 1 f ( x) 


 

  γ.  Έχουμε 
f ( x) 0 1

f (x) f ( x) 1 f (x) , x
f ( x)

 

      


 dx


.  

Θέτουμε x u άρα . Όταν   dx du  1x z   το 1u z  και όταν 1x z  το 1u z  . 

Άρα 
1 1

1 1

z z

z z

f (u) f (x)
I du

1 f (u) 1 f (x)





  
   dx . 

Αν  
1

1

z

z

f (x)
J d

1 f (x)


 x  τότε  

1 1 1

1

1

1 1 1

z z z
z

1z
z z z

f (x)1
I J dx dx dx x 2 z

1 f (x) 1 f (x) 
  

     
    .  

Όμως . Άρα I J 1  1 1I J 2 2 z 2 z 1      .   

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2 

Για δύο συναρτήσεις  f ,g ισχύει  για κάθε x [2f (x) f (x) g (x) g (x) x      , ) με f (2) 1,g (2) 3    

και  | f  για  κάθε . (x) | x x 2
i. Να δείξετε ότι  η g είναι  γνησίως αύξουσα για κάθε x [2, )  

ii.  Αν η ευθεία y = λx είναι ασύμπτωτη της  στο fC   να δείξετε ότι  1 λ 1    

iii. Αν 
x

f (x) f (x) , x 2
2

     να βρείτε τον τύπο και τις ασύμπτωτες της συνάρτησης f 

 
 
 



 
 

ΛΥΣΗ 

i. Έχουμε f (x) f (x) g (x) g (x) x      2f (x) f (x) 2g (x) g (x) 2x             22 2f (x) g (x) x
      

 .  Για x = 2 έχουμε    22f (x) g (x) x c  2    222f (2) g (2) 4 c 1 3 4 c c 0            

 Άρα   (1)    22 2f (x) g (x) x 

Έστω ότι  υπάρχει   τέτοιο ώστε 0x [2, ) 0g (x ) 0  , τότε  για x =  η (1) γράφεται   0x

 22 2
0 0 0f (x ) g (x ) x   2 2

0 0 0f (x ) x f (x ) x   0 (x) | x.   Άτοπο αφού | f   για κάθε   . x 2
 
 Άρα  0 για κάθε x  [2  g (x) , )

  
 H g είναι συνεχής στο Δ = [2  , ως παραγωγίσιμη συνάρτηση , και   , ) g (x)  0 για κάθε x  Δ  , άρα η g΄ 

  

 

 διατηρεί  το  πρόσημο της.  Όμως  g (2) 3   >  0, επομένως g (x) 0     για κάθε x [2 . , )
 Άρα   η g είναι  γνησίως  αύξουσα στο Δ = [2, )  

ii. Επειδή η ευθεία y = λx είναι ασύμπτωτη της  στο fC   έχουμε
x

f (x)
lim λ

x
. 

 Ισχύει ότι :   άρα   22 2f (x) f (x) g (x) x   2
2

x 0
2 2 f (x)

f (x) x 1
x

     
 

 . 

 Επομένως  
2

x

f (x)
lim 1

x

   
 

. Άρα . 2λ 1 1 λ 1    

 iii. Έχουμε 
2 2

2 2x x x
(x) f (x) 2f (x) f (x) x f (x) f (x) c

2 2 2

            
 

f  .  

 Για  x=2 έχουμε 
2

2 2
f (2) c c 1

2
      άρα 

2 2
2 2x x

f (x) 1 f (x)
2 2

2
     , x  2.  

 Όμως  
2x 2

0, x [2, )
2


    , άρα  και συνεχής με   f(2) = 1 > 0  άρα f(x) > 0 για κάθε  .  f (x) 0 x [2, ) 

22
x) x 2

2
 f (   Τελικά  

 H f είναι συνεχής, στο διάστημα [2  άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες . , )

2 2

x x x

2
x 1

f (x) 2 x 2 2 2xlim lim lim
x 2x 2 x 2  


 

     και   Ακόμα έχουμε 

  

 2

2x x x x

2

2 2 2 2 1
lim f (x) x lim x 2 x lim 2 lim 0

2 2 2 2x 2 x
x 1 1

x

   

  
                 

 

  

 Άρα  η  ευθεία 
2

y
2

 x  είναι ασύμπτωτη της  στο  fC   
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